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IOperaCiones Aritmeticas

Implementacion de las operaciones aritméticas
basicas:

1) Suma

2) Resta

3) Multiplicacion
4) Division
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Divisores
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L n
IDIVISIOH

Es la mas compleja y que consume tiempo de las
operaciones basicas.

El resultado tiene dos partes:

 Dados un dividendo Xy un divisor D,
el resultado de X/D consta de un cociente Q y un
resto R, tales que:

X=Q -D+R con 0<£R<D.
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L n
IDIVISIOH

 El producto de un nimero de n digitos por un
numero de m digitos da como maximo un
resultado de m + n digitos.

e La division de un numero de n + m digitos por un
numero de n digitos da como maximo un cociente
de m + 1 digitos y un resto de n digitos.
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IDiVisi()n b=2

SI consideramos n = m

« Tenemos
— Dividendo X de 2n bits.
— Divisor D y resto R de n bits.
- Cociente Q de n + 1 hits

e Si se trabaja con registros de n bits, que el
cociente resulte de n + 1 bits genera overflow.
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Division de enteros no signados .

IPosibles errores

 Division por cero
- DebeserD #0

e Overflow

- Dy Q enteros no signados positivos

« El maximo valor posible en un registro de n bits es 2" -1
. Q,D,R<2"yR<D.

X=Q-D+R<Q.D+D<(2"-1)D+D=2"D
 Porlo tanto, debe ser X<2"-D

- La parte alta de X debe ser menor estricto que D.
- Esto también sirve para detectar division por cero.
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Division de enteros no signados .
IDiVisi()n secuencial

* La multiplicacion secuencial se resolvia con
sumas sucesivas.

e | a division secuencial se resuelve con restas
sucesivas.

Pero requiere elegir o estimar el proximo digito
del cociente.

» La divisiOn es un proceso de pruebay error.
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Division de enteros no signados .
Division secuencial X/D

1) Inicializar el resto parcial R® en X
2) Restar sucesivamente g, D desplazado.

Divisor
Dividendo x, x, X. X, X, X, X X, d, d, d d;
—q, D b’ © o o o q, d, d, d,
—q, D b? o o o o Cociente
—qlDb1 ® o o o
—qODbO e o o o

e o o o Resto
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Division de enteros no signados .
Division secuencial b = 2

 Asumiendo n bits para el dividendo X'y
k bits para el cociente Q.

° R(O) — X

« Parajdesde k—1 hastaO
- Rk = R&D _ g 21 D
- Donde g, € {0,1} es tal que 0 < R <D

 Finalmente, R®W = R
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Division de enteros no signados .
Division secuencial b = 2

« Cada resta esta desplazada un bit con respecto a
la anterior.

« Alternativa:
- Fijar el desplazamiento de q, D en 2k

- Desplazar sucesivamente el resto parcial un lugar a
izquierda.

RO = 2R0D — g, ; 2D
RO=X y R®=2R
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Division de enteros no signados .
Division con restauracion

En base dos, los bits g, pueden ser 0 o 1.

« La division con restauracion (restoring division) encuentra los
bits del cociente por prueba vy error.

« Para cada bit g; del cociente asume valor 1.

Si no era la eleccion correcta porgue la resta dio un resultado
negativo, restaura el valor anterior y g, debia valer 0.

e La restauracion del valor puede hacerse:

- Manteniendo registros separados para el resto de prueba
y el resto real.

— Con un unico registro y realizando la suma para restauratr.
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Division de enteros no signados .

IHardware de division

» La division y la multiplicacion pueden compartir
parte del hardware

Shift \ Carry-out =L

A
bbbl n | n

B

0 B
H n

» Dado gue los bits del cociente ingresan a medida
gue se desplaza el resto parcial, ambos pueden
compartir los mismos registros.
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Division de enteros no signados .
Division con restauracion

e Calcular X/D o
Trial difference

* En el registro A|MQ | wssg < o
se carga con X L — g P

y se completa con Load
0 a la izquierda.

» Sub
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Division de enteros no signados .

Division con restauracion

En cada ciclo J:

1) Desplazar A|MQ un lugar a izquierda. El MSB se

almacena en un FF especial.

2) Calcular el resto de prueba 2 R —q,, 2D

3) Si FF =1 o la resta dio positivo (Coyr = 1)

1) El

resto de prueba se carga en A

2) gy =1

4) Cua
5) Des

quier otro caso, q,; =0
olazar A|IMQ a izquierda entrando g,

Ene

ultimo ciclo desplazar solamente MQ.
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Division de enteros no signados .
Division con restauracion

* Se puede simplificar

Tnal difference

asumiendo usp.
- Aden+1bitsy 25 ;1| :_ @_ Bl
- ALU de n + 1 bits. o litoad ﬁ

Divisor I 1 k+1

Complement Sub
Cout v Cin
| ALU k+1 bits

+k+1
|
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Division de enteros no signados .
Division con restauracion

En cada ciclo j:
1) Desplazar A|IMQ un lugar a izquierda
2) Calcular el resto de prueba 2 R —q,,; 2« D

3) Si el resto de prueba es positivo o cero (Cqr = 1),
1) El resto de prueba se carga en A
2) ;=1

4) Si el resto de prueba es negativo, q,; = 0

5) Desplazar AIMQ a izquierda entrando q,._
En el ultimo ciclo desplazar solamente MQ.
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Ejemplo

X
D

26
4

X =11010
D = 000100
-D =111100
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Division de enteros no signados .

A MQ
000000 11010
1°" desplazamiento. 000001 1010-
4 111100
<0 111101
Restauro. Shift, g =0 000011 010-0
-4 111100
<0 111111
Restauro. Shift, g =0 000110 10-00
-4 111100
>0 000010
Shift, g =1 000101 0-001
-4 111100
>0 000001
Shift, g =1 000010 -0011
-4 111100
<0 111110
Restauro. Shift MQ, q. =0 000010 00110
R Q
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Division de enteros no signados .

Ejemplo A MO
000011 | 10101
1°" desplazamiento. 000111 0101-
X = 117 -10 110110
D =10 <0 111101
Restauro. Shift, g =0 001110 101-0
X =1110101 -10 110110
D = 001010 >0 000100
—-D =110110 Shift, g = 1 001001 | 01-01
-10 110110
<0 111111
Restauro. Shift, g =0 010010 1-010
-10 110110
>0 001000
Shift, g. = 1 010001 | -0101
-10 110110
>0 000111
Shit MQ, g =1 000111 01011
R Q
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Division de enteros no signados .
Division sin restauracion

e La Implementacion con restauracion tienen
problemas de temporizado.

e Cada ciclo de reloj debe ser lo suficientemente

-

largo como para:
- Desplazar registros

- Propagar senales al sumador

- Determinar y almacenar el proximo digito del cociente
- Eventualmente, almacenar el resto de prueba

 Ademas, los ultimos eventos dependen de los
primeros.
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Division de enteros no signados .
Division sin restauracion

« La division sin restauracion (nonrestoring division)
busca evitar esos problemas de temporizado.

e Siempre asume gue g; = 1, resta y almacena el

resto parcial aunque sea incorrecto.
Se corrige en el préximo ciclo.
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Divisién de enteros no signados .
Division sin restauracion

 Sea U el resto parcial ya desplazado.
e Silaresta U — 2xD < 0 hay dos opciones:

1) Restaurar el valor inicial de U, desplazar a
Izquierda nuevamente y volver a restar 2kD para
obtener: 2U — 2kD  Div. C/ restauracion

2) Mantener el valor negativo, desplazar izquierda y
sumar 2«D: 2(U — 2kD) + 2kD = 2U — 2kD <

» Si el resto final queda negativo, hay que corregir
- R<R+D
-Q<-Q-1
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NoO hay proximo paso para correqgir.



Ejemplo

X =117
D=10

X =1110101
D =001010
-D =110110

Dana K. Urribarri

Division de enteros no signados .

A MQ
000011 10101
1°" desplazamiento. 000111 0101-
-10 110110
<0 111101
Shift, g, =0 111010 101-0
+10 001010
>0 000100
Shift, q. =1 001001 01-01
-10 110110
<0 111111
Shift, g =0 111110 1-010
+10 001010
>0 001000
Shift, g =1 010001 -0101
-10 110110
>0 000111
Shift MQ, g =1 000111 01011
R Q

AC 2016




IDiVisi()n rapida

 Hay dos formas diferentes de lograr acelerar la
division:
- Con sumas/restas y desplazamientos O(n)
— Con multiplicacion O(log(n))

Dana K. Urribarri AC 2016



IDiVisi()n por convergencia

« Sea Xy D el dividendo y el divisor.

e Se puede escribir como una fraccion donde X es
el numerador y D el denominador.

_X _X.RO.Rl.“Rm—l_) Q
D D-R,R--R_, 1

Q

e Se calcula solamente el cociente.
» Adecuado para division en punto flotante.
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IDiVisi()n por convergencia

e Supongamos D una fraccion normalizada 0.1 eee
e o<D<l1yademas D =1-ydonde y <.
e SiseseleccionaRy,=1+y
- D;=DRy=(1-y)(1+y)=1-y2
- Como y2<¥4, D, =0.11eec >3
e Sise selecmona R, =1+y>

- D,=D;R;=(1-y2) (1 +y2)=1-y4
- Como y#<1/16, D, =0.1111+ > 15/16
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IDiVisi()n por convergencia

Convergencia
« Engeneral D,=1 —y?

« Comoy < 21 entonces y2 < 2-2

y?=0.0...0...

—_—

D=1-y*=0.1...1...

im,, D=1
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IDiVisi()n por convergencia

Calculo ¢

e Parao

el factor de multiplicacion R,

otener R, a partir de D,
Di:]-_YZi Ri:]-"'yzj
R=1+1-D.=2-D,

R, es el complemento a 2 de D,

Dana K. Urribarri
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IEj emplo

X =0.1101 D=0.11 R, =2 - D, = 1.0001

- D,=D, R, =
0.11111111
- X, =X, - R, =0.1000101

R, =2 —D, = 1.00000001

- D3 — D2 - R2 —
0.11111111111111

- X3 — X2 ) R2 —
0.100010101010101
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R,=2-D =1.01
- D,=D-R,=0.1111
- X, =X - R, =0.1000001



IDiVisi(')n SRT

e Acelera la division sin restauracion.

* Para el cociente usa los digitos {-1, 0, 1}
- -1: sumar
— 0: no operar
- 1: restar

* Busca evitar sumar/restar cuando el resto parcial
esta entre [-D,D).

- @, = 0y se desplaza el resto parcial a izquierda [-2D,
D).
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IDiVisi()n SRT

e ;,COmo se sabe gue el resto parcial esta entre
—D,D)?

Restando

e La solucion se conoce como algoritmo SRT.

 Sweeney, Robertson y Tocher llegaron
iIndependientemente al mismo algoritmo.
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IAlgoritmo T a [ w

« X/ID @

OMQ(—X B(—D 0 B

Si B tiene k ceros adelante, desplazar todos los registros k
lugares a izquierda.

Parai1=0...n-1

1)Si los tres MSB de A son iguales: g, < 0y desplazar AIMQ 1 bit a
Izquierda.

2)Si los tres MSB de Ano son igualesy A< O0: ¢, — —1, desplazar A|
MQ 1 bit a izquierda y sumar B.

3)Si no: g;< 1, desplazar A|MQ 1 bit a izquierda y restar B.

Si el resto final es negativo, sumar B y restar 1 a Q.
» Desplazar el resto final k lugares a derecha.
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Division SRT

X=38
D=3

X =1000
D =0011

D tiene 2 ceros adelante
D - < 01100

5bit

-D_ .. < 10100

5bits

Dana K. Urribarri

A MQ

00000 1000
Shift AIMQ 2 lugares a izq. 00010 0000
[000] Shift,q. =0 00100 0000
[001yA=0] Shift,g =1 01000 0001
-D 10100

11100 0001
[111] Shift, g, =0 11000 0010
[110 y A < 0] Shift, g, = -1 10000 0101
+D 01100

11100 0101
Resto < 0. +Dy Q-- 01100

01000 0110
Shift A 2 lugares a derecha 00010 Qos

R

R =0010
Q =0100 - 0010 = 0010
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IDiVisi(')n SRT: Explicacion

e XID=Q ImplicaX=D-Q+R (0O<R<D)
e Suposiciones:
- Mantisa fraccionaria: punto a la izquierda del MSB.
- Para registros de n bits:
a=Xx/2" X a X/2" r=R/2"
b=D/2" D b D/2" a=b-Q+r

* b es una fraccion normalizada (b = %)

- Si b no esta normalizado, desplazar ay b k lugares a
Izquierda para normalizar b.
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IDiVisi()n SRT: Explicacion

* El resto parcial /
o =2rn—qb

e |La seleccion de los bits del
coclente es:

1 si 2r_,>b

=0 si —b<2r,_,<b

k—l si  2r,_ ,<-b

* La dificultad esta en
comparar b con 2r;_,
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IDiVisi()n SRT: Explicacion

e Sl asumimos b normalizada = %2 <b <1
« Eso permite reducir la zona en la que g, = 0 a:
b<s-1<2rin<la<b
—4 < 1) < 4
1.110, < r@1) < 0.01,
1.110, < r@-1) < 0.001,

Dana K. Urribarri AC 2016



IDiVisi()n SRT: Explicacion

—1H <rli) < 1% 4 < 1) <4
1.110, < red < 0.001,

 En vez de analizar los primeros 3 bits alcanza con
los primeros 2 excluyendo el signo.

* Esto permite usar la ALU de n bits.
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Division SRT

X=38
D=3

X =1000
D =0011

D tiene 2 ceros adelante

D < 1100
-D < 0100

Dana K. Urribarri

A MQ
0000 1000
Shift AIMQ 2 lugares a izq. 0010 0000
[00] Shift, g =0 0100 0000
[01yA=0] Shift, g =1 1000 0001
-D 0100
1100 0001
[11] Shift, g =0 1000 0010
[10 y A < 0] Shift, g, = -1 0000 0101
+D 1100
1100 0101
Resto < 0. +Dy Q-- 1100
1000 0110
Shift A 2 lugares a derecha 0010 Qos
R

R =0010

Q =0100 - 0010 = 0010

AC 2016




IAcelerar la division

» Para acelerar la multiplicacion
- Carry-save adder
- Bases mayores a 2 (higher radix)
* En la division
- Se necesita el signo de A para elegir el proximo digito

y la operacion de la ALU.
El CSA no alcanza.

- Al procesar mas de un bit cada digito del cociente
puede tomar varios valores (no solo 0 0 1).

» La solucion a ambos es el uso de digito signado.
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_
ICSA

 En SRT el cociente esta en digito signado.

» Se elige el digito O siempre que sea posible para
evitar operar con la ALU.

e En la divisidon con CSA el resto parcial no se
conoce exactamente

- No se puede eleqir el digito del cociente con exactitud.
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ICSA

* Mientras que [ri+D| < b en
ri+1) = 2r@) — CIib
se puede elegir cualquier valor de qg.

* No hace falta conocer el valor exacto de ri para elegir
un digito del cociente.

« Solo hace falta que r@

esté en un intervalo lo —ig,=—1
suficientemente pequeno | 1q.=0
para que esté contenido o 1q,=

dentro del rango de un '
bit del cociente.
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ICSA

* Alcanza con sumar propagando carry los
primeros bits del carry y la semisuma.

Shift left

e Se usa un sumador de P I
. arry v
4 bits para sumar los Divisor d — }23
4 primeros bits del carry | Joro
y de la semisuma. TP asse vl b
(select)y + |
e Los primeros 3 bits de esa ;; L L

suma se usan para obtener
el proximo digitos
del cociente.
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Carry-save adder

Carry Sum L
k vk
Adder ;

'




n
ISRT Base 4

* Los digitos posibles para el cocientes son -3, -2, -1, 0, 1, 2,
3

 Como el cociente esta en digito signado, los digitos se
pueden restringira -2, -1, 0, 1, 2

« En cada paso se calcula: ri® =4 r) — q; b
— Si r; esta cerca de b, entonces 4r; estara cerca de 4b.
- El digito mas grande (2) no alcanza para que |r@id| < b.
- Si |r®| £ %5 b entonces

-4%b-qgb<4ro—qb<4%b-qb
Digito que maximiza —4 /3 b q/ <r#h)<47%b ‘!{ Digito que minimiza

esta cota: —2 esta cota: 2
—23b<ri+<2A3p
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SRT Base 4

qf_:—1 qf:O q!:1 fqu:2
ff
/
/
/
® I
/ 2b
/ 3
/
fr4=4r—qb
q=2
_ q.=1 L
_Eb Iq,r'_o 3...I.....-..|.__.| B
3 l .
— 0 b b b 5b 2b
| q:—2' qf:_1 2 6 3 12 3

Dana K. Urribarri
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n
ISRT Base 4

e Para elegir qué digito corresponde en cada caso,
se deben mirar los primeros 6 digitos de A|MQ y
los primeros 4 de b.

Shift left
« Todas las posibles canyv_ ] }
- . Divisor d 2S
combinaciones H Sum
Se programan en e
gengr:ﬁic?n/ *“‘j“ Selgct
Una. IOOkUp table. selection q-
e &: i_—._-._-._ .-:,_ lg_jld
or its complement v v
CSA tree
Carry SumL
k k
Adder
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ISRT Base 4

Proximo
digitos de Q
Primeros Primeros
4 bitsde b V\ 6 bits de A|IMQ
b Range of P q b Range of P q
8 -12 =7 -2 12 -18 -10 -2
8 -6 -3 -1 12 -10 —4 -1
8 -2 1 0 12 -4 3 0
8 2 5 1 12
8 6 11 2 12 9 17 2
9 -14 -8 -2 13 -19 -11 -2
9 -7 -3 -1 13 -10 —4 -1
9 -3 2 0 13 —4 3 0
9 2 6 1 13 3
9 7 13 2 13 10 18 2
10 -15 -9 -2 14 -20 -11 -2
10 -8 -3 -1 14 -11 —4 -1
10 -3 0 14 —4 3 0
10 2 14 3 10
10 8 14 2 14 10 19 2
11 -16 -9 -2 15 22 -12 -2
11 -9 -3 -1 15 -12 —4 -1
11 -3 D 0 15 -5 4 0
11 2 15 3 11
11 15 2 15 11 21 2
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IDiVisi()n SRT A .

000000000 | 10010101
Shift AIMQ 5 lugares a izq. 000010010 | 10100000
X =149 b = 1010
D=5 [000010] Shift x2, q = 0 001001010 | 1000000
% = 10010101 [_0;);001] Shift x2, g = 2 éggégégég 000002
D = 00000101
111101010 000002
D tiene 5 ceros adelante [111101 = -3] Shift x2,q. =0 110101000 00020
D < 010100000 [110101 = —-11] Shiftx2,q=-2 | 010100000 0202
—D < 101100000 +2D 101000000
5D < 101000000 Resto negativo. 111100000 020?
“oD - 011000000  D-Q - Q-1 010100000 0203
. L . Resto desplazado 5 lugares. 010000000 Qos
10 15 -9 -2 R
10 -8 -3 -1
= -— : R =0100=4
10 5 14 2 Q = 00100000 — 11 =11101 =29
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